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Resumen
El concepto de digrupo ha sido propuesto como una extensio´n de grupos continuos cuyo espacio tangente es
un a´lgebra de Leibniz. En este artı´culo estudiamos una generalizacio´n de la estructura de digrupo en la cual
no requerimos que los inversos sean necesariamente bilaterales. Nosotros caracterizamos un digrupo genera-
lizado como una unio´n de grupos y como un producto directo. Tambie´n exploramos propiedades algebraicas
de tipo grupo. Palabras claves: Coquecigrue, dia´lgebra, digrupo, homomorfismo, unidades barra .
Abstract
The concept of digroup has been proposed as an extension of continuous groups whose tangent space is a
Leibniz algebra. In this paper we study a generalization of the digroup structure in which we don’t require
bilateral inverses. We characterize a generalized digroup as an union of groups and as a direct product. Besides,
we explore algebraic properties of group type.
Keywords: Coquecigrue, dialgebra, digroup, homomorphism, bar-units.
1. Introduccio´n
Las a´lgebras de Leibniz fueron introducidas de manera independiente por A. Bloh (en [1] como D-a´lgebra), en
1965, y por J. L. Loday (en [8]), en 1989, como una generalizacio´n de las a´lgebras de Lie.
Definicio´n 1 Una a´lgebra de Leibniz sobre un campoK es un espacio vectorial L sobreK con un producto bilineal
llamado corchete de Leibniz [·, ·] : L× L→ L que satisface la identidad de Leibniz:
[x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]], ∀x, y, z ∈ L.
Autor principal et al Revista de matema´tica de la universidad del Atla´ntico
Si el corchete es antisime´trico, entonces L es un a´lgebra de Lie.
Un problema abierto en el contexto de a´lgebras de Leibniz, conocido como el problema Coquecigrue, consiste
en encontrar una generalizacio´n del tercer teorema de Lie theorem el cual consiste en encontrar una varie-
dad con una estructura algebraica compatible que funcione como el concepto de grupo de Lie, cuyo espacio
tangente sea la correspondiente a´lgebra de Leibniz.
Lie group → Lie algebra
↓ ↓
? → Leibniz algebra
La primera aproximacio´n a resolver el problema del Coquecigrue fue dada por A. Bloh (ver ejemplo 1 en [1]).
De manera independiente M. Kinyon [6], R. Felipe [4] y K. Liu [7] propusieron una generalizacio´n de grupos
como un candidato para el problema Coquecigrue, los digrupos.
La estructura de digrupo de Lie conduce a consideraciones en ciertas a´lgebras de Leibniz basadas en el estudio
de vectores en el espacio tangente de algunos elementos especiales. De aquı´ se obtiene una solucio´n parcial al
problema Coquecigrue (ver [6] y [13]).
Nosotros estudiamos una estructura ligeramente diferente, permitiendo inversos no bilaterales. Aquı´ presenta-
mos las propiedades ba´sicas conceptos que de manera natural surgen al comparar los digrupos generalizados
con los grupos.
Todo el trabajo presentado esta´ basado en el artı´culo [18] y por eso no hacemos ninguna prueba aquı´.
2. Digrupos generalizados
Definicio´n 2 Un digrupo generalizado D es un conjunto con dos operaciones asociativas a y ` que satisfacen:
(1) Para todo x, y, z en D:
x ` (y a z) = (x ` y) a z,
x a (y a z) = x a (y ` z),
(x ` y) ` z = (x a y) ` z.
(2) Existe (por lo menos) un elemento e en D, tal que para todo x en D:
x a e = x = e ` x. Tales elementos e son llamados unidades barra, al conjunto de unidades barra lo denotamos por E
y lo llamamos el halo de D.
(3) Para una unidad barra especı´fica e y para cada x en D, existen inversos x−1re y x
−1
le
en D tales que x ` x−1re = e y
x−1le a x = e.
Nota 1 Un digrupo generalizado es un grupo si las operaciones binarias a y ` coinciden.
En particular, si existe η ∈ D tal que η a x = x, para todo x ∈ D, x ` η = x, para todo x ∈ D, entonces las operaciones
coinciden.
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Ejemplo 1 SeaG un grupo con unidad e, yX unG-conjunto bajo la accio´n a•α. Entonces,D = G×X tiene estructura
de digrupo generalizado con las operaciones
(a, α) ` (b, β) = (ab, a • β),
(a, α) a (b, β) = (ab, α)
En este caso, E = {(e, α) : α ∈ X)}. Ma´s au´n si (e, ξ) ∈ E, entonces
(a, α)−1lξ = (a
−1, ξ) y (a, α)−1rξ = (a
−1, a−1 • ξ)
Algunas propiedades ba´sicas que pueden enunciarse y que se derivan de las definiciones son:
Proposicio´n 1 Sea D un digrupo generalizado con una unidad barra especı´fica e. Entonces, para todo x en D,
1. x−1le ` e y e a x−1re son inversos a derecha y a izquierda de x, respectivamente.
2. e a x−1le = x−1le y x−1re ` e = x−1re .
3. x−1le y x
−1
re son u´nicos, x
−1
le
` e = x−1re y e a x−1re = x−1le .
4. x a x−1re = x a x−1le y x−1le ` x = x−1re ` x son unidades-barra en D.
5. (x−1re )
−1
re = x ` e y (x−1le )−1le = e a x
6. y a x−1re = y a x−1le y x−1le ` y = x−1re ` y, para cualquier x, y en D.
7. (x ` y)−1re = (x a y)−1re = y−1re ` x−1re = y−1le ` x−1re y tenemos identidades similares para los inversos a izquierda.
Hay otras propiedades que podemos obtener de las anteriores.
3. Subconjuntos especiales de un digrupo generalizado
En el proceso de relacionar con la estructura de grupo podemos obtener unas primeras definiciones.
Definicio´n 3 Sea (D;`,a) un digrupo generalizado y S ⊂ D. Decimos que S es un subdigrupo de D (S ≤ D) si S,
con los productos en D restringidos a S, es un digrupo generalizado.
Este subconjunto especial satisface
Proposicio´n 2 Sea S un subdigrupo de D.
1. ES = ED ∩ S
2. SlξS = G
l
ξS
∩ S ≤ GlξS y SrξS = GrξS ∩ S ≤ GrξS .
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Lema 1 Sea D un digrupo generalizado con unidad barra especı´fica e, entonces
ξ−1le = ξ
−1
re = e,
para todo ξ ∈ E. Adema´s, E = {e} si y solo si D es un grupo.
Los resultados previos implican
E =
{
x−1le ` x|x ∈ D
}
=
{
x a x−1re |x ∈ D
}
=
{
x ∈ D|x−1le = x−1re = e
}
De manera natural surge tambie´n el siguiente concepto.
Definicio´n 4 Sea (D,`,a) digrupo generalizado y sea N un subdigrupo de D.
Decimos que N es un subdigrupo normal de D, denotado por N E D si
x ` y a x−1 ∈ N, ∀x ∈ D, ∀y ∈ N,
i.e., si x ` N a x−1 ⊂ N , para todo x ∈ D.
Lema 2 Sea N un subdigrupo de D. Si x ` N = N a x para cualquier x ∈ D, entonces N E D.
Por ejemplo E E D.
Si consideramos el corchete en D definido por
[[x, y]] := x ` y a x−1 a y−1, ∀x, y ∈ D,
entonces N E D iff [[D,N ]] ⊂ N .
Teorema 1 Sea (D,`,a) un digrupo generalizado y e ∈ E. Para cada x ∈ D, tenemos que x−1le = x−1re si y solo si e
satisface la identidad x ` e a x−1 = e, para cada x ∈ D.
Nota 2 Podemos ver que el conjunto de elementos en D con inversos bilaterales respecto a e satisface
Be := {x ∈ D |x−1le = x−1re } = {x ∈ D |x ` e a x−1 = e}.
Dado B−1e = {x−1 |x ∈ Be}, tenemos que (B−1e ,a) es un subgrupo de (Gle,a) y (B−1e ,`) es un subgrupo de (Gre,`).
Lema 3 Sea D un digrupo generalizado. Para cualquier e ∈ E, tenemos que
E ⊆ Be, B−1e = Gle ∩Gre ⊆ Be = Stabe,
donde Stabe es el estabilizador de e respecto a la accio´n x • e = x ` e a x−1.
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Estos resultados dicen que Be es un digrupo generalizado igual a D si y solo si e ∈ E es un punto fijo de la
accio´n definida por x • e.
En general, si e no es un punto fijo, tenemos que Be ≤ D.
Ejemplo 2 En el ejemplo previo B0 = B1 = {x0, x1, x4, x5}, B−10 = {x0, x4} y B−11 = {x1, x5}. En general,
Be 6= Bξ, para e 6= ξ in E.
De manera independiente, K. Liu [7] y A. Magyar et al en [10]; definieron dos nociones de centro de un digrupo
como
Zt(D) = {x ∈ D : y a x = x ` y , ∀y ∈ D}
Zs(D) = {x ∈ D : y ` x = x a y , ∀y ∈ D}
Como Zt y Zs son subestructuras de D y no son equivalentes, A. Magyar et al consideran que ambas defini-
ciones son candidatas para el concepto de centro de un digrupo.
Para nuestro ejemplo, tenemos que Zt(D) = {x0, x1, x4, x5} and Zs(D) = ∅.
En general, E ⊂ Zt(D) y e ∈ E es un elemento en Zs(D) si y solo si e es un punto fijo de la accio´n •.
Definicio´n 5 Nosotros definimos el centro como Z(D) := {x ∈ D : x ` y a x−1 = y , ∀y ∈ D} .
Pasamos ahora a definir un par de conceptos que son de importancia en una de las caracterizaciones de digru-
po.
Definicio´n 6 Sea D un digrupo generalizado, denotamos los conjuntos de inversos a izquierda y a derecha respecto a la
unidad barra e por Gle y Gre respectivamente.
Proposicio´n 3 SeaD un digrupo generalizado con una unidad barra especı´fica e, entonces (Gle,a) y (Gre,`) son grupos
isomorfos con unidad e.
Ma´s au´n, el isomorfismo esta´ dado por
φ : (Gle,a) −→ (Gre,`)
x−1le 7−→ x−1le ` e = x−1re
Lema 4 Sea D un digrupo generalizado con una unidad barra especı´fica e y ξ ∈ E, entonces
Glξ = ξ a Gle y Grξ = Gre ` ξ.
Ma´s au´n, Glξ ∼= Glζ ∼= Grξ ∼= Grζ , para ξ, ζ ∈ E.
Ejemplo 3 El halo de D es E = {x0, x1} y los inversos son
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a x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x0 x0 x0 x2 x2 x4 x4 x6 x6
x1 x1 x1 x3 x3 x5 x5 x7 x7
x2 x2 x2 x4 x4 x6 x6 x0 x0
x3 x3 x3 x5 x5 x7 x7 x1 x1
x4 x4 x4 x6 x6 x0 x0 x2 x2
x5 x5 x5 x7 x7 x1 x1 x3 x3
x6 x6 x6 x0 x0 x2 x2 x4 x4
x7 x7 x7 x1 x1 x3 x3 x5 x5
` x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x0 x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x1 x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x2 x3 x2 x5 x4 x7 x6 x1 x0
x3 x3 x2 x5 x4 x7 x6 x1 x0
x4 x4 x5 x6 x7 x0 x1 x2 x3
x5 x4 x5 x6 x7 x0 x1 x2 x3
x6 x7 x6 x1 x0 x3 x2 x5 x4
x7 x7 x6 x1 x0 x3 x2 x5 x4
e = x0 x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x−1le x0 x0 x6 x6 x4 x4 x2 x2
x−1re x0 x0 x7 x7 x4 x4 x3 x3
e = x1 x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x−1le x1 x1 x7 x7 x5 x5 x3 x3
x−1re x1 x1 x6 x6 x5 x5 x2 x2
4. Caracterizaciones
Los digrupos generalizados pueden describirse en te´rminos de estructuras conocidas. Una de tales expresiones
y que se puede verificar usando resultados de la seccio´n anterior esta´ dada por
Proposicio´n 4 Sea D un digrupo generalizado, entonces
D =
⋃˙
ξ∈E G
l
ξ =
⋃˙
ξ∈E G
r
ξ
Para la segunda forma de considerar un digrupo generalizado primero veamos.
Teorema 2 Sea D un digrupo generalizado y sea E el conjunto de unidades barra.
Para cualquier e ∈ E, tenemos que E es un Gle-conjunto respecto a la accio´n definida por
a •l ξ = a ` ξ a a−1, ∀a ∈ Gle, ∀ξ ∈ E.
Adema´s, Gle × E es un digrupo generalizado con operaciones
(a, α) ` (b, β) := (a a b, a ` β a a−1) = (ab, a •l β),
(a, α) a (b, β) := (a a b, α) = (ab, α)
La segunda caracterizacio´n de digrupos generalizados es una extensio´n de los resultados de M. Kinyon (ver
[6]) y F. Ongay (ver [14]).
Teorema 3 Sean D,E y Glξ como en el teorema previo, entonces la funcio´n
ϕl : D −→ Glξ × E definida por ϕl(x) = (ξ a x, x a x−1lξ ),
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proporciona un isomorfismo de digrupos generalizados con inverso
ϕ−1l : G
l
ξ × E −→ D dado por (a, α) 7→ α a a.
Un digrupo generalizado puede ser visto como un producto cartesiano entre un G-conjunto E y el grupo G,
donde el conjunto de unidades barra es {e} × E.
Lema 5 Sea D un digrupo y sea e una unidad barra especı´fica, entonces x−1le = x
−1
re , para todo x ∈ D, si y solo si e es un
punto fijo respecto a la accio´n x • α := x ` α a x−1le (i.e. x • e = e, para todo x ∈ Gle). En este caso tenemos la definicio´n
cla´sica de digrupos.
5. Homomorfismos
Con la definicio´n de homomorfismo entre digrupos que adema´s de imitar de nuevo un concepto entre grupos,
permite enunciar conceptos que ya habı´amos definido pero ahora considerando los digrupos generalizados
como producto cartesiano.
Definicio´n 7 Dados dos digrupos generalizados (D,`,a) y (D′,`′,a′) un homomorfismo f : D → D′ es una funcio´n
tal que
1. f(x ` y) = f(x) `′ f(y)
2. f(x a y) = f(x) a′ f(y)
Teorema 4 Sea Ψ : D −→ D′ un homomorfismo de digrupos generalizados. Entonce existe un u´nico homomorfismo
Ψ′ : Gξl × E −→ Gξl × E que hace conmutar el diagrama
D
Ψ−−−−→ D′
ϕl
y yϕ′l
GξL × E −−−−→
Ψ′
Gξ
′
l × E′
donde Ψ′ ≡ (ϕ, µ), con
1. ϕ : Gξl −→ Gξ
′
l , y φ(a) = ξ
′ a Ψ(a), es un homomorfismo de grupos.
2. µ : E −→ E′, con µ(α) = Ψ(α), es un Ψ y ϕ una funcio´n equivariante, i.e.
µ(x • α) = Ψ(x) • µ(α) y µ(a • α) = Ψ(a) • µ(α),
para todo α ∈ E, todo x ∈ D y todo a ∈ Glξ.
Dada la factorizacio´n de un digrupo generalizado D ∼= Glξ × E, podemos enunciar definiciones equivalentes
para el concepto de subdigrupo y el de subdigrupo normal.
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Lema 6 Si S ⊂ D, entonces S ≤ D si y solo existen H,F ⊆ S tales que H ≤ Glξ (o H ≤ Grξ), F ⊆ E, F es H
invariante (i.e H • F = F ) y S ∼= H × F .
Teorema 5 Sea G× E un digrupo generalizado. Entonce H ×K E G× E si y solos si [[(a, α), (b, β)]] ∈ H ×K, para
todo (a, α) ∈ G× E y (b, β) ∈ H ×K.
De manera equivalente, si ([a, b], a • β) ∈ H ×K.
Podemos concluir entonces acerca de normalidad de un subdigrupo.
Teorema 6 Sea G× E un digrupo generalizado y H ×K ⊆ G× E. Los siguientes enunciados son equivalentes
1. H ×K E G× E.
2. (a, α) ` (H ×K) a (a, α)−1 ⊆ H ×K para todo (a, α) ∈ G× E.
3. (a, α) ` (H ×K) = (H ×K) a (a, α) para todo (a, α) ∈ G× E.
4. H E G y G •K = K.
Teorema 7 Sea N ≤ D, entonces N E D si y solo si para cualquier e ∈ E, tenemos que Nel E Gel , Ner E Ger y
D • EN = EN .
Finalmente, podemos enunciar el primer teorema de isomorfismos de digrupos.
Teorema 8 Sea Ψ : D −→ D′ un homomorfismo de digrupos generalizados y sea Ψ′ : Glξ ×E −→ H lξ′ × F como en el
Teorema 4, entonces µ envı´a Ker(ϕ)-o´rbitas en E conjuntos unitarios en F .
Adema´s si definimos Ker(µ) como la relacio´n de equivalencia dada por α ∼ β si y solo si µ(α) = µ(β), y si llamamos
Glξ × E/Ker(Ψ′) := (Glξ/Ker(ϕ))× (E/Ker(µ)),
entonces
Glξ × E/Ker(Ψ′) ' Ψ′(Glξ × E),
es decir,
D/Ker(Ψ) ' Ψ(D).
6. Conclusio´n
A trave´s de este artı´culo puede verse la relacio´n estrecha entre las estructuras de grupo y de grupo generalizado
lo cual permite hacerse preguntas y en muchos casos obtener respuestas acerca de la segunda estructura a partir
de lo que se sabe de la primera. Esto permite hacer un avance en el tema de los digrupos generalizados si se
considera su aproximacio´n a partir de estructuras conocidas a pesar de existir otros enfoques bajo los cuales se
puede pensar el tema.
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